4 ESFORCO DE FLEXAO SIMPLES

O esfor¢o de flexdo simples é normalmente resultante da a¢do de carregamentos transversais que tendem a
curvar o corpo e que geram uma distribuicdo de tensdes aproximadamente lineares no seu interior. Essa
distribuicdo alterna entre tensdes de tracido e compressdo na mesma secido transversal. Isso ocorre desde que a
secdo transversal do corpo seja simétrica em relagdo ao plano de aplica¢do do carregamento transversal (plano de
solicitagdo). A resultante dessa distribui¢do é um bin4rio de forgas de igual intensidade, mas de sentidos opostos,
conhecido como momento fletor, Figura 4.1b.
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Figura 4.1: Flexao simples.

O esforgo de flexdo simples ocorre em corpos nos quais o sistema de forgas externas, ativas e reativas, e o eixo
longitudinal do corpo estejam contidos em um mesmo plano (plano de solicitacdo), Figura 4.1c. No caso de barras,
dado o seu grande comprimento em relacdo as dimensées da secdo transversal, aliado as hipdteses
simplificadoras, a fibra média possuirda um grande raio de curvatura e, portanto sera considerada localmente
como reta. A convencdo de sinais adotada considera positivo o momento quando a barra é flexionada de forma
que a concavidade fique voltada para cima, caso contrario, considera negativo, Figura 4.1a.

4.1 FLEXAO PURA

A flexdo pura é um caso particular da flexdo simples onde corpos flexionados somente estdo solicitados por um
momento fletor, ndo existindo assim o carregamento transversal. E uma condi¢do considerada idealizada, mas
com a consideracdo das hipéteses simplificadoras, essa condi¢do pode ser acoplada, posteriormente, aos efeitos
das cargas transversais para se definir a deformada e as tensoes na flexdo simples.

As condigoes de equilibrio requerem que os esforcos internos sejam equivalentes as solicitagoes externas. Como a
solicitagdo na barra, no caso da flexdo pura, é um momento constante M, em qualquer secdo da barra a
distribuicdo de tensdes deve ser igual ao momento M. Seja uma secéo feita na barra no ponto C da Figura 4.1a
ilustrada na Figura 4.2.

Z

Figura 4.2: Tensoes na sec¢ao transversal no ponto C durante a flexao.
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Chamando de ox a tensdo normal em um ponto da secdo transversal e txy € Txz as componentes da tensio de
cisalhamento é possivel expressar o sistema de forcas internas equivalentes ao momento M. Como o momento M
consiste de duas forcas de igual intensidade, mas sentidos opostos, Figura 4.1b, a soma dessas componentes é
sempre igual a zero. Além disso, o momento fletor M é o mesmo em relagdo a qualquer eixo perpendicular ao seu
plano e é zero em relacdo a qualquer eixo contido no seu plano. Aplicando-se as equacbes da estatica, somatério
de forgas e somatério de momento, em funcio das resultantes, fungdo das tensées nos elementos infinitesimais
da se¢do em C, ilustrados na Figura 4.2, chega-se respectivamente a:

f 0,dA =0 Equacio 4.1
Somatério dos momentos em torno do eixo y, e:
f —yoydA =M Equacio 4.2

Somatoério dos momentos em torno do eixo z.

As demais componentes normais e de cisalhamento, em uma barra submetida a flexdo pura, ndo precisam ser

consideradas, conforme ser4 visto a seguir.

4.1.1 HIPOTESE DE BERNOULLI

Em relacdo as tensdes, seja o corpo da Figura 4.1 dividido em um grande ntimero de pequenos elementos
conforme ilustra a Figura 4.3, e considerando-se ainda apenas um momento M aplicado (Flexdo Pura).
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Figura 4.3: Divisao em diversos elementos, se¢ao vertical, longitudinal (a) e se¢cao horizontal, longitudinal (b).

A hipétese de Bernoulli nos diz que as se¢des transversais, apés a deformacéo do de flexdo pura do corpo com eixo
de simetria, se mantém planas e ortogonais ao eixo longitudinal deformado.

Aliando a hipé6tese de Bernoulli com o fato de que o raio de curvatura é grande, todas as segdes ilustradas na
Figura 4.3 estardo aproximadamente a 90° umas das outras, ou seja, as deformagdes angulares vy, = yy, =0 e,
portanto, as tensoes de cisalhamento Ty, = 1, = 0. Com a utilizacdo das hipéteses simplificadoras, em especial o

fato de estarmos considerando pequenas deformacgdes e o corpo em estudo possuir caracteristicas de barra,
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observa-se que nas superficies as tensdes o, = 0, = 1y, = 0. Sendo assim, na flexdo pura de uma barra, ocorre um

estado de tensbes uniaxiais, sendo a Uinica tensio existente a tensdo normal na dire¢éo x, ox.

A partir da discussio inicial juntamente com a hip6tese de Bernoulli, conclui-se que deve existir uma superficie
paralela as faces superior e inferior da barra fletida, na qual a tensdo ox e a deformacio &x sejam iguais a zero.
Essa superficie é conhecida como superficie neutra e a interceptacdo da linha neutra com o plano de simetria da
secdo transversal da barra, Figura 4.4a, é uma linha reta conhecida como linha neutra.

4.1.2 DEFORMACOES NA FLEXAO PURA

Seja um elemento de barra prismatico com sec¢do transversal simétrica em relagdo ao eixo vertical, submetido a
um momento fletor M, conforme ilustra a Figura 4.4. Esse elemento sofrera flexdo sob a acdo do momento M e
permanecera simétrico em relacdo ao plano de simetria da se¢do transversal, além disso, 0 momento M ¢ igual
em qualquer secdo da barra entre A e B.

: Eixo de
i Simetria

(a) (b)

Figura 4.4: Elemento de barra com sec¢ao transversal simétrica flexionado.

Essa flexdo da barra fara com que a linha AB da face superior, que intercepta o plano de simetria, originalmente
reta, tenha uma curvatura constante, assim como a linha A’B’ da face inferior. Nota-se também que, sendo o
momento M aplicado no sentido ilustrado na Figura 4.4, a linha AB sofrera encurtamento no seu tamanho e a
linha A’B’ sofrera um alongamento.

Adotando um sistema de coordenadas com origem na linha neutra, definida pelo segmento DE, conforme ilustra
a Figura 4.5a, de modo que qualquer ponto até a superficie neutra sera medido por sua coordenada y como, por
exemplo, os pontos da linha tracejada, definida pelo segmento JK, ilustrada na Figura 4.5.

Chamado de p o raio do arco DE e de 6 o angulo central correspondente ao arco DE, e observando que o
comprimento do arco DE é aproximadamente igual ao comprimento da barra indeformadal, L, pode-se escrever
que:

L =pb Equacio 4.3

Lembrando que o segmento DE é a linha neutra da barra fletida e, portanto nio sofre alongamento e nem
encurtamento, pois as tensées e deformacoes na direcio x sdo zero.

No arco JK, localizado a uma distancia y da linha neutra, o comprimento se modifica e ndo vale mais L.
Chamando de L’ o seu comprimento, esse pode ser escrito como:

1 Isso é valido pois se esta considerando pequenas deformacées e pequenos deslocamentos.
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L'=(p—y)o Equacdo 4.4

Como o comprimento original, com a barra indeformada, do segmento JK era L, o seu deslocamento longitudinal
total pode ser escrito como:

§=L-L Equacio 4.5
Substituindo as Equacio 4.3 e Equacio 4.4 na Equacéao 4.5, chega-se a:
0 =-yb Equacéo 4.6

A deformacio longitudinal do segmento JK pode ser escrita dividindo-se o seu deslocamento longitudinal total
pelo seu comprimento original.

—=yd_

po

& =

0
= X Equacao 4.7
L P

O sinal negativo na deformacgédo vem do fato de supormos que o momento aplicado M seja positivo e que, portanto
a barra fletida tera concavidade voltada para cima.

(a) ()
Figura 4.5: Linha Neutra, secao longitudinal (a) e transversal (b).
Sabendo-se que a maior deformacéo possivel ocorre nos extremos da secdo transversal, e sendo a distancia da

linha neutra até um desses extremos de ¢, pode-se escrever que a deformacdo maxima é igual a:

c

€max =

Equacao 4.8

Por fim, a deformagio normal na diregdo x pode ainda ser escrita em fungio da deformagdo méaxima.
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y
& = — p €max Equacéo 4.9

Da hipétese de Bernoulli vem o fato de que as deformacgées serdo idénticas em todos os planos paralelos ao plano
de simetria. Dessa forma, o valor da deformacdo dado pela Equacéo 4.7 ou Equagéo 4.9 é valido em qualquer
ponto e conclui-se que a deformacado normal longitudinal, ex varia linearmente com a distancia y da linha neutra.

4.1.3 TENSOES E DEFORMACOES NO REGIME ELASTICO

Considere que o momento M aplicado é tal que as tensbées desenvolvidas na barra por flexdo, Figura 4.1c, néo
atinjam em nenhum ponto a tensido limite do material, ou seja, a barra fletida trabalha dentro do seu limite
elastico linear, sendo valida entdo a lei de Hooke para a tensdo uniaxial.

Sendo E o0 mddulo de elasticidade do material, da mesma forma que no esforco normal simples, pode-se escrever

que:

oy = Eg, ou
Equacéao 4.10

Omax = E€max

Multiplicando-se ambos 0os membros da Equacio 4.9 pelo médulo de elasticidade:
y ~
Ee, = — pS E€max Equagao 4.11

Utilizando-se a Equacio 4.10 na Equacdo 4.11:

y
Oy = — p Omax Equacgéo 4.12

Na qual omax representa o maximo valor absoluto da tensdo. A tensido normal também varia linearmente com a
distancia em relacao a linha neutra, Figura 4.1b.

Utilizando-se o primeiro resultado do equilibrio na secao, a Equacao 4.1, e substituindo nela a Equacao 4.11:

y Omax . -
o,dA = _EcméXdA = ydA = 0 ouseja ydA =0 Equacdo 4.13

A Equagéo 4.13 mostra que o primeiro momento estatico da se¢io transversal em relagdo a linha neutra deve ser
igual a zero. Isso significa que uma barra submetida a flexdo pura, desde que as tensées permane¢am no regime
elastico linear, possui linha neutra passando pelo centro geométrico da se¢io transversal.

A outra equacio de equilibrio a Equacéo 4.2, momento em torno do eixo z, o qual devera ser perpendicular a
linha neutra, nos mostra o equilibrio do momento M aplicado com as tensées ox internas, e substituindo nessa
equacdo a Equagdo 4.11, chega-se a:
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f—y (—%Gmax) dA=M

G 7

%f y?dA =M Equacao 4.14
Mc

Omax = 7

Na qual o segundo momento estatico da secido transversal é conhecido como momento de inércia, I em torno do
eixo z contido na superficie neutra.

Substituindo-se a Equacdo 4.11 na Equacdo 4.14, chega-se ao valor das tensdes na diregdo x em fun¢do do
momento fletor aplicado para qualquer altura y.

My

I Equacao 4.15

Oy =

A Equacgéo 4.15 é conhecida como equacio da flexdo para o regime elastico, e a tensido ox é chamada de tensio de
flexdo. Observe que se y é positivo, ou seja, acima da linha neutra, o valor das tensdes é negativo, ou seja,
compressao. Caso y seja negativo, abaixo da linha neutra, o valor das tensées é positivo indicando tragdo. Isso é,
considerando-se 0 momento aplicado como positivo, no qual a concavidade da barra fletida é voltada para cima.

Retornando a Equacéo 4.14, observa-se que a relacdo I/c depende somente da geometria da sec¢do transversal.
Essa relacao é conhecida como médulo de resisténcia e é representada por W. Substituindo W na Equacéo 4.14,
chega-se a:

Equacao 4.16

==

Omax =

A deformacdo em uma barra fletida por um momento positivo M é medida pela curvatura da linha neutra. Essa
curvatura é definida como o inverso do raio de curvatura p e pode ser obtida através de:

1 &ems
— === Equacao 4.17
P C

Substituindo-se a Equacgéo 4.10 na Equacéo 4.17, chega-se a:

1 o 1 Mc

5 = Elsx = E—CT Equacao 4.18
Ou seja:

1 M

B = ﬁ Equacao 4.19
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74.1.4 DEFORMACOES TRANSVERSAIS NA SECAO TRANSVERSAL

Quando foi comentado que uma secdo transversal de uma barra submetida a uma flexdo pura, permanece plana
apés a deformacio, hipétese de Bernoulli, ndo foi excluida a possibilidade de existirem deformacées laterais no
plano da secdo. E de fato elas existem, lembrando-se do Item 1.11, Lei de Poisson, corpos submetidos a tensées
normais na direcdo x, por exemplo, possuem deformacées nas dire¢ées y e z, mesmo com as tensdes em y € z
sendo nulas.

As deformagdes nas direcoes y e z dependem do coeficiente de Poisson e podem ser escritas como:

&y = —V&
Equacao 4.20
€, = —VE&y

Ou entéo, utilizando-se a Equacéao 4.7:

&y = VX

Y op
Equacgao 4.21

e, = v

1mli

A Equacédo 4.21 nos indica que os a parte se¢io transversal localizada acima da linha neutra, y > 0, se alongara
nas direcbes y e z, e a parte abaixo da linha neutra, y < 0 se encurtara nas dire¢oes y e z.

Observe que como essas deformacgoes nido existiriam sem a tensdo normal e como a tensdo normal é independente
delas, essas simplesmente sdo calculadas em funcio do coeficiente de Poisson, sem nenhum efeito tridimensional
ou utilizacéo da lei de Hooke generalizada.

4.1.5 LIMITACOES

As analises apresentadas nessa secdo sido para flexGes puras em vigas prismaticas compostas de materiais
homogéneos e trabalhando dentro do seu limite elastico linear. Além disso, o plano de solicitacdo do momento
deveria ser coincidente com o plano de simetria da se¢do transversal. Caso a viga seja submetida a uma flexao
simples, funcdo de um carregamento aplicado gerando momentos fletores e esforgos cortantes, a secéo
transversal que era plana antes da flexdo ndo o sera depois da flexdo. O empenamento devido as deformacoes de
cisalhamento provindas do esfor¢o cortante torna a analise muito mais complexa.

No entanto, uma andlise cautelosa revela que as tensées normais calculadas a partir da equacdo Equacio 4.15,
nao sio significativamente alteradas pela presenca das forcas cortantes e seu empenamento associado. Portanto,
pode-se aproximadamente utilizar a teoria da flexdo pura para calcular as tensdées normais em barras
submetidas a flexdo simples.

4.2 FLEXAO DE BARRAS COMPOSTAS DE MATERIAIS HOMOGENEOS ASSOCIADOS

As dedugdes feitas até entdo consideravam a barra fletida constituida de material inico homogéneo com médulo
de elasticidade E. Caso essa barra seja constituida de materiais com diferentes comportamentos mecéanicos, ou
seja, com diferentes moédulos de elasticidade, a abordagem precisa ser modificada.

Considere uma barra formada por dois materiais conforme Figura 4.6a, material 1 e material 2.
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Figura 4.6: Secao transversal da barra fletida constituida por dois materiais (a), distribuicao da deformacao (b) e da tensao (c)
na secao transversal.

Essa barra composta se deformara exatamente da mesma maneira descrita para uma barra homogénea, ou seja,
sua deformacio continua variando linearmente com y e vale:

& = —5 Equagao 4.22

Como os modulos de elasticidade dos materiais sdo diferentes, E1 e Es, as expressoes obtidas para o calculo das
tensdes normais na secio transversal na area de cada material serido diferentes.

E,y
Oy1 = Elg —
X X p
Equacao 4.23
E,y
Oyp = EZS = - —
X X p

As equacdes de tensao para cada material definem uma distribui¢do de tensoes consistindo de dois segmentos de
reta representativos da variacio da tensio em cada um dos materiais, conforme ilustra a Figura 4.6c.

Sendo agora um elemento infinitesimal de area localizado no material 1, a forca resultante pode ser calculada
como:

_ _ Eiy -
dF; = 0y1dA = — TdA Equagao 4.24

Da mesma forma, um elemento infinitesimal de area do material 2 terda uma forca resultante como sendo:

Ey ~
dF, = 0,dA = ——dA Equagcio 4.25

p

No entanto, a resultante no elemento infinitesimal de area do material 2 pode ser escrita em funcdo da
resultante no material 1. Chamando a relacdo entre os médulos de elasticidade do material 2 e do material 1, de
n, ou seja:
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E,
— =n Equacao 4.26
E

A resultante de for¢a no elemento infinitesimal de area do material 2 é:

nE
dF, = — 1Y

_ _Ey _
dA = — TndA Equacéo 4.27

Observando-se a Equacéo 4.27 e a Equacio 4.24 nota-se que a mesma forca dFs atuaria em um elemento de area
infinitesimal ndA do material 1. Em outras palavras, a resisténcia a flexdo da barra permaneceria a mesma se
ambas as partes fossem feitas do primeiro material, desde que a largura da porc¢ado inferior, originalmente de
material 2, fosse multiplicada por n. Note que esse alargamento, n > 1, ou estreitamento, n < 1, deve ser feito em
uma dire¢do paralela a linha neutra da sec¢io transversal, pois é essencial que a distancia y de cada elemento em
relacdo a linha neutra permaneca a mesma. A nova sec¢édo transversal obtida é chamada de se¢do transformada
da barra e é ilustrada na Figura 4.7.

Como a secdo transformada é equivalente a secéo transversal de uma barra feita de um material homogéneo com
modulo de elasticidade E1, o método descrito anteriormente na secdo 4.1.3 pode ser utilizado para a
determinacdo da posicdo da linha neutra e a tensdo normal em todos os pontos da secdo transversal

transformada.
b b Y y
—— — 2
1
Linha -
Neutra 9 CG
) IS (i I
dA ndA
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b
2
i
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b nb nb

Figura 4.7: Secao transformada da barra.

A linha neutra sera tragada através do centro geométrico da se¢éo transformada e a tensio 6x em qualquer ponto
da sec¢do transversal pode ser calculada através da Equacio 4.15, ou seja:

My
Oy = — I_ Equacio 4.28
T

Na qual, It é 0o momento de inércia da se¢édo transformada e y a distancia a partir da linha neutra ao ponto onde
se deseja calcular a tensao.

A obtencéo da tensdo original da barra composta no material 1 é feita simplesmente com o calculo da tenséo na
secdo transformada. Ja a tensdo no material 2 é obtida com a tensio calculada com a Equacéo 4.28 multiplicada
por n, dado pela Equacéao 4.26.

As deformacgées de uma barra de material composto podem ser calculadas da mesma maneira, adotando-se a
sec¢do transformada em funcido do material de médulo de elasticidade Ei. Portanto, a curvatura de uma barra de

4-43



material composto é dada pela Equacio 4.19, que pode ser reescrita como:

1_ M
p  Eqilp

Equacao 4.29

4.2.1 VIGAS DE CONCRETO ARMADO

Um exemplo importante de elementos estruturais constituidos de dois materiais diferentes é encontrado em
vigas de concreto armado.

Essas vigas, quando submetidas a momentos fletores positivos, sido reforcadas com barras de ago posicionadas a
uma pequena distancia da face inferior (caso os momentos fossem negativos, essas barras estariam proximas da
face superior).

Como a resisténcia do concreto a tragido é muito baixa, a viga sofrera fissura¢do na regido submetida a tragéo, ou
seja, todo o esforco de tracdo sera resistido pelas barras de aco, enquanto que o esforco de compressio sera
resistido pela regido de concreto acima da linha neutra (momento positivo).

A secdo transformada de uma viga de concreto armado é obtida substituindo a area total da se¢do transversal
das barras de ago Ap, por uma area equivalente nAp, em que n é dado pela Equacgido 4.26. No entanto, como
somente a area de concreto comprimida atua na resisténcia da viga, apenas parte da secdo transversal localizada
acima da linha neutra devera ser utilizada na sec¢io transversal transformada.

< b 5 | b |

-
X . 1 0)
Linha 2%
d Neutra C T
d-x
~ e @ @ [ I—l— p—
nA, F.

Figura 4.8: Secao transformada de concreto.

A posicdo da linha neutra € obtida determinando-se a distancia x da face superior da viga até o centro geométrico
CG da segao transformada. Chamando de b a largura da viga e de d a distancia da face superior até o centro
geométrico das barras de aco, e sabendo que o momento estatico da se¢ao transformada com relagdo a sua linha
neutra deve ser zero, tem-se que:

X
(bx) 5~ nA,,(d—x) =0 Equacio 4.30

Resolvendo a Equacédo 4.30, chega-se a posi¢ao da linha neutra:

1
2

n ~
Aa<;o d) - E Aaqo Equacio 4.31

n

n
x=(—Aago+2b

b
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O valor de x também indica a area de concreto que é efetivamente utilizada na resisténcia da viga. A
determinacgéo das tensoes é feita conforme explanado anteriormente.

4.3 DEFORMACOES ELASTOPLASTICAS NA FLEXAO PURA - OPCIONAL

Quando foi deduzia da equagdo da tensdo na secdo transversal fletida, Equacéo 4.15, foi considerado que o
material seguia a lei de Hooke, ou seja, em nenhum ponto o material excedia o seu limite de proporcionalidade.
Caso esse limite seja transposto em algum ponto da se¢fo transversal, ou ainda, caso o material néo obedeca a lei
de Hooke, ou seja, possui um comportamento néo linear no diagrama tenséo - deformacgéo, a Equacéo 4.15 néo é
mais valida.

Considerando-se o caso de uma barra constituida de um material elastoplastico ideal, que possui um diagrama
tensdo-deformacdo conforme ilustrado na Figura 4.9, observa-se que a lei de Hooke é valida até que a tensio
atinja o valor de ce.

Essa tensdo é conhecida como tensdo de escoamento do material. Caso a tensdo maxima calculada pela Equacéo
4.14, fungdo do momento aplicado, seja menor ou igual a tensdo de escoamento, a distribuicido da tensdo na sec¢éo
transversal é calculada de acordo com a Equacéo 4.15.

G [MPa]
A
Ge -
€ [mm/mm]
= ¥
P . e &
€p

Figura 4.9: Diagrama tensao-deformacao elastoplastico idealizado.

Quando a tensdo maxima se equivale a tensdo de escoamento, pode-se escrever que:

M, = EGe Equacao 4.32

Na qual, ¢ é a distancia da linha neutra ao extremo da secdo transversal medida no plano de solicitacdo e M. é
chamado de momento eldstico maximo, sendo o seu valor, o méximo valor de momento para o qual a deformacéao
permanece totalmente elastica.
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Figura 4.10: Plastificacido da sec¢ao transversal na flexao.

A medida que o momento fletor aumenta, desenvolvem-se regides plasticas na sec¢io transversal da barra, nas
quais a tensdo é uniforme e possui valor igual a -ce na parte superior e ce na parte inferior (momento positivo).
Entre essas regides plasticas, ainda existe um nucleo eldstico, no qual a tensio varia linearmente com y.

Ge
Me =——y Equacéo 4.33
Ve

Onde ye representa metade da altura do ntcleo elastico.

A medida que M continua a aumentar, as regides plasticas expandem-se até que, no limite, a deformacao é
totalmente plastica. Esse processo é ilustrado na Figura 4.10.

O célculo do momento elastico maximo Me, pode ser feito através da Equacao 4.32. Lembrando-se da Equagao
4.15, pode-se escrever que:

M, -
Oe = W Equacio 4.34

Na qual, W é o mé6dulo de resisténcia elastico da secdo transversal (I/c).

O momento plastico, da mesma forma que o momento elastico maximo, pode ser calculado como:

Mp _
7 Equacao 4.35

O =

Na qual, Z é conhecido como médulo de resisténcia plastico da sec¢io transversal. O médulo de resisténcia plastico
pode ser calculado como:
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1
7= EAd Equacéo 4.36

Onde A é a area da secfo transversal e d é a distancia entre o centro geométrico da regido comprimida e o centro
geométrico da regido tracionada. A Figura 4.11 ilustra essa ideia para um momento positivo.

2‘_
‘:;,’

\
ma

Ny

Figura 4.11: Distancia d.

Os momentos elastico maximo e plastico podem ser relacionados entre si, assim como o médulo de resisténcia
elastico e plastico, obtendo-se assim, uma constante conhecida como fator de forma, k, da secdo transversal.

k=—=— Equacao 4.37
MW quag

4.4 FLEXAO OBLIQUA

E o caso da flexdo pura em que o plano de solicitagdo néo coincide com nenhum dos eixos de simetria da sec¢io
transversal. Quando foi desenvolvida a equacido da tensdo axial na flexdo pura, foi considerado que a secio
transversal fosse simétrica em relacdo a um plano e que esse plano necessariamente deveria ser o plano que
contem o momento fletor. As segdes transversais que atendem a essa consideracio sdo limitadas, por isso sera
definida uma equacio para tensao para qualquer secido transversal.

No caso do plano de solicitagdo nao coincidir com algum eixo de simetria da segdo transversal, pelo fato da
solicitacdo estar inclinada em relagdo ao eixo horizontal ou pelo fato de néo existir eixo de simetria na sec¢ao
transversal, a linha neutra da secdo nao coincidira mais com a direcao do momento, conforme Figura 4.12.

y,

LN
M \ cg

Z cg Z :I‘VI

Figura 4.12: Eixos de solicitacao para diversas se¢oes transversais.

Considerando inicialmente, uma barra com um eixo vertical de simetria, submetida ao momento fletor M
atuando em um plano que forma um angulo 6 com a vertical, conforme Figura 4.13.
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Figura 4.13: Secao transversal com um eixo de simetria e momento inclinado.

O momento M, representativo dos esfor¢os de uma secao transversal da barra, estard ao mesmo angulo 6 do eixo
horizontal z. Decompondo-se esse momento nas dire¢des y e z escreve-se:

M, = Mcos 6 My = Msen 6 Equacéo 4.38

Como os eixos y e z sdo eixos principais de inércia da secdo transversal, pode-se utilizar a Equacio 4.15 para
determinar as tensées resultantes da aplicacdo de qualquer um dos momentos representados por My e M,. A
componente M; do momento M gera tensdes axiais iguais a:

Equacéao 4.39

O sinal negativo se deve ao fato de que se tem compressdo acima do plano xz (y > 0) e tragdo abaixo (y < 0). A
componente My do momento M, gera tensées:

Equacao 4.40

Myz
Oyy = ——
Iy

E o sinal positivo se deve ao fato de que se tem tracdo a esquerda do plano xy (z > 0) e compressio a direita (z <
0).

As tensoes totais provocadas pelo momento M aplicado sdo obtidas através da superposicédo dos efeitos, somando-
se as tensobes resultantes das componentes My e M, do momento M.

+ — Equacao 4.41

Quando a sec¢do transversal for assimétrica, ou seja, nio existem eixos de simetria, a Equacio 4.41 também pode
ser utilizada para se determinar as tensdes em funcéo dos eixos principais de inércia.

A Equacao 4.41 s6 é valida se forem satisfeitas as condigdes de aplicabilidade do principio da superposi¢io dos
efeitos, ou seja, ela ndo podera ser empregada se as tensées combinadas excederem o limite de proporcionalidade
do material, ou se as deformacdes provocadas por um dos momentos componentes afetar de forma consideravel a
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distribuicoes de tensdes provocada pelo outro.

A Equacgio 4.41 mostra que a distribui¢cdo de tensdes provocada pela flexdo obliqua é linear. No entanto,
conforme ja comentado, a linha neutra néo coincidira com a dire¢cdo do momento fletor. Como a tensdo normal é
zero em qualquer ponto da linha neutra, a equagio que a define pode ser obtida fazendo-se 6x=0 na Equacio 4.41.

M M,z
2y _Iy =0 Equacdo 4.42
y

Resolvendo-se para y e utilizando a Equagao 4.38.

|
y = <I—Z tg 9) vA Equagao 4.43
y

Que indica uma reta de inclinacido m:

I
m = I—Ztg 0 Equacao 4.44
y

Portanto, o angulo ¢ que essa reta forma com o eixo x é definido por:

[
tgp = I—Ztg 0 Equacio 4.45
y

Na qual 6 é o angulo que 0 momento M forma com o mesmo eixo z. Como Iz e Iy sdo positivos, 6 e ¢ tém o mesmo
sinal. Além disso, notamos que ¢ > 0 quando I, > Iy. Assim, a linha neutra este sempre localizada entre o vetor
momento fletor M e o eixo principal? correspondente ao momento minimo de inércia.

4.5 ENERGIA DE DEFORMACAO

O conceito de energia de deformacdo ja foi exposto no item 3.5. Na flexdo pura, o conceito continua o mesmo, no
entanto como a distribui¢ées de tensdes na se¢do transversal ndo é mais constante seu calculo se modifica.

Considere a viga da Figura 4.14 submetida ao carregamento g e F ilustrado, adotando uma se¢do qualquer na
viga a uma distancia x da extremidade A, na qual atua um momento fletor M, desprezando-se o efeito da forca
cortante, ou seja, somente flexdo pura e levando em conta somente tensdes normais, substituindo-se a Equacao
4.15, tens6es normais na flexdo, na Equacio 3.22, energia de deformacéo elastica, chega-se a:

2 Eixos principais de inércia podem ser obtidos por: tga = (I, —I;)/I,, , sendo Iz o produto de inércia, a o angulo
que localiza a direc¢do do eixo de maximo momento de inércia em relagdo ao eixo z e I1 0 maximo momento de

inércia dado por: I; = (IZ + Iy)/Z + \/[(IZ - Iy)/Z]2 + Izyz, e por: tg B = (I, — I)/I,y, B 0 angulo que localiza a diregao

do eixo de minimo momento de inércia em relacdo ao eixo z e Iz 0 minimo momento de inércia dado por: I, =

(1, +1,)/2 - J (1, —1,)/2]" + 1,
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2 2,2
U= J.O-LdV=.[M y dv Equacao 4.46

2E 2E]2
X |
F
q q
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L | L
2 2

Figura 4.14: Viga simplesmente apoiada.

Fazendo dV = dAdx, em que dA representa um elemento de area da se¢do transversal e lembrando que M2/2EI2 é
uma funcio apenas de x, tem-se:

L MZ
U= f ([ y? dA) dx Equacao 4.47
o 2EI?

Sabendo-se que a integral dentro dos parénteses representa o momento de inércia I da secdo transversal e,
relacdo a sua linha neutra, pode-se escrever que:

L n2
U= —d E 80 4.48
J;) K X quacao

Por exemplo, a energia de deformagdo para a viga da Figura 4.14, para uma solicitacio de momento a uma
distancia x do ponto A, na regido indicada na figura, é dada por:

3

U= oo (q%L* — 18q°L3® — 27qL?F + 108q*L* + 324qLF + 243F?) Equacio 4.49

4.6 ESTUDO DA LINHA ELASTICA

Na sec¢do 4.1.3 vimos que a curvatura de uma barra fletida pode ser escrita como:

Equacéao 4.50

2 i<

1
p

Na qual p é o raio de curvatura da barra fletida. Essa equacao é valida para qualquer secéo transversal de uma
viga submetida a carregamentos transversais, desde que o principio de Saint-Venant seja aplicavel. No entanto,
tanto o momento fletor quanto a curvatura irdo variar na barra. Reescrevendo-se a Equacio 4.50 com o momento
em fungio de x, tem-se:

4-50



_ M)

Equagéo 4.51
El quag

1
p

Como exemplo, considere a viga em balango de comprimento L da Figura 4.15, submetida a uma carga
concentrada P na extremidade livre.

P

y P
J \ 4

A% B x
I

o>

AR

=
b —
N

T

Figura 4.15: Curvatura de uma viga em balanco com carga concentrada.

A variacido do momento nessa viga é dada pela expresséo:
M(x) = —Px Equacgao 4.52

Substituindo-se a Equacéo 4.52 na Equacio 4.51, encontra-se a curvatura da superficie neutra para a viga em
questao:

1 —Px
B = F Equacao 4.53

Observa-se que a curvatura varia linearmente com x, desde zero na extremidade (onde o raio de curvatura é
infinito) até —PL/EI na extremidade engastada, na qual | p|=EI/PL.

Considere agora a viga biapoiada com um balanco AD da Figura 4.16 que suporta duas for¢as concentradas. No
diagrama de corpo livre, observa-se que as reagdes nos apoios sao iguais a 1 kN em A e 5 kN em C.

14 kN lz kN f kN 12 kN
C D A c D

A_A_ |B AN | A |B A |

1 kN 5 kN
(a) )
Figura 4.16: Viga biapoiada com balanco (a) e seu diagrama de corpo livre (b).

Tragando-se o diagrama dos momentos fletores, observa-se que ambos, os momentos fletores e a curvatura da
viga sdo zero nas extremidades, assim como no ponto E localizado em x = 4 m. Nota-se também que o maior valor
da curvatura (ou menor valor do raio de curvatura) ocorre no apoio C, no qual o momento é maximo.
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Figura 4.17: O diagrama de momentos fletores (a) e a deformada (b).

Com base nas informacées da curvatura, pode-se ter uma boa ideia sobre a forma da deformada da viga. No
entanto, para se obter a deformada em todos os pontos da viga é necessario relacionar-se a deflexdo da viga, y,
com a distancia x contada de alguma origem fixa. Essa rela¢do sera conhecida como equacéo da linha elastica, e
nada mais é que a equacgdo da curva na qual o eixo da viga é transformado sob determinado carregamento.

|4.6.1. EQUACAO DIFERENCIAL DA LINHA ELASTICA

A equacio diferencial da linha elastica é obtida em funcao da curvatura de uma superficie, que pode ser escrita
em um ponto Q(X,y) como:

d2
1 &

")

Na qual as derivadas no numerador e no denominador sdo a segunda e a primeira derivada da fungao y(x),
respectivamente, representada por uma curva. No caso da linha elastica de uma viga, a inclinacdo definida pela
primeira derivada da funcido é muito pequena, por estar se considerando pequenos deslocamentos e, portanto,

Equacio 4.54

N| W

seu quadrado é desprezivel se comparado com a unidade. Pode-se reescrever a Equacéo 4.54 como:
1
— Equacao 4.55
p

Substituindo-se essa Equagao 4.55 na Equagao 4.51, tem-se:

d’y _M(x)

= Equacio 4.56
dx? El

Que é uma equacdo diferencial linear de segunda ordem. Essa equacéo diferencial governa os deslocamentos na
linha elastica e é conhecida como equacéo diferencial da linha elastica.

O produto EI é conhecido como rigidez a flexdo e, caso varie ao longo da viga, como no caso de uma viga com
secdo transversal variavel (altura ou largura), deve ser expresso também em fungio de x (no caso o momento de
inércia seria fungdo de x). Caso a rigidez seja constante, por exemplo, secdo transversal retangular constante,
pode-se entdo multiplicar ambos os lados da Equacgao 4.56 e integrar em x.
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dy X
El—= f M(x) dx + C4 Equacéo 4.57
dx J,

Onde C1 é uma constante de integragdo. Chamando de 6(x) o angulo medido em radianos, conforme Figura 4.18,
que a tangente da linha elastica faz com a horizontal em um ponto Q, e lembrando que esse dngulo é muito
pequeno (pela consideracéo de pequenos deslocamentos), pode-se escrever que:

% =tan0 = 0(x) Equacéao 4.58
y
X
O e

) B 5

X

F
h 4

Figura 4.18: Deslocamentos na linha elastica.

Assim, pode-se reescrever a Equacao 4.57 em funcao da rotacio.

X
EIB(x) = j M(x) dx + C; Equagio 4.59
0

Voltando a Equacao 4.57 original e integrando ambos os membros:
X X
Ely = J dXJ M(x)dx + C; + C, Equagio 4.60
0 0

Sendo C2 uma segunda constante de integracdo. Se nio fosse pelo fato das constantes indeterminadas até o
momento, a Equacéo 4.60 definiria a deflexdo y da viga em qualquer ponto e a Equacdo 4.59 definiria de modo
semelhante a inclinac¢do da viga.

As constantes Cre C2 sdo determinadas pelas condi¢coes de contorno ou, mais precisamente, pelas condi¢oes
impostas a viga pelos seus apoios.

(a) (b) (c)
Figura 4.19: Viga biapoiada (a), viga biapoiada com balanco (b) e viga em balanco (c).

No caso de vigas estaticamente determinadas, como por exemplo, viga biapoiada, viga biapoiada com balanco e
viga em balanco, mostradas respectivamente na Figura 4.19, as condigdoes de contorno, considerando-se o
referencial adotado, para os dois primeiros casos sdo que a deflexdo em x = 0 e x = LL sdo zero, ou seja, y = 0.
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Substituindo-se essas duas condi¢des na Equacio 4.60, obtém-se duas equacées que fornecerio os valores de C1 e
Cso. Para o ultimo caso, a viga em balanco, as condi¢ées de contorno sdo que o deslocamento e a inclinag¢ido ou
rotacdo em x = 0, dever ser iguais a zero. Substituindo-se essas duas condi¢ées nas Equacao 4.60 e Equacao 4.59
respectivamente, obtém-se duas equagbées novamente para o calculo das constantes Ci e Ca.

4.6.2 ESTUDO DA LINHA ELASTICA ATRAVES DOS DIAGRAMAS DE MOMENTOS
FLETORES
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