10 CRITERIOS DE RUPTURA

A avaliacdo das tensbes e deformagdes sempre é feita em funcio de certas condi¢ées do material. Apds o calculo
dessas varidveis existe a necessidade de confrontar os valores encontrados com certas quantidades limites pré-
estabelecidas para verificar o estado em que o material, apds as solicitacées que venha a sofrer, se encontra. Em
outras palavras, é necessario se identificar os valores de tensdo e deformacéo que levarao o material a uma falha.
Esses valores sdo obtidos através de ensaios experimentais para os diversos possiveis esfor¢os presentes nas
estruturas, como tracdo, compressio, os mais conhecidos e executados, e os de cisalhamento, tor¢do e flexdo,
utilizados para finalidades especificas.

Quando a avaliacdo estrutural é feita em um elemento submetido a um estado uniaxial de tensdo, por exemplo,
uma barra submetida a tracio, fica simples identificar se a tensio causada pela tracdo aplicada levara o material
a falhar, basta compara-la com a tensdo de escoamento, caso o material seja um material ductil, ou coma tenséo
de ruptura, caso seja um material fragil, ambas obtidas com ensaios de tragdo dos materiais. Dessa forma,
identificam-se o critério de ruptura para o material duictil como sendo a tensido de escoamento, e para o material
fragil e tenséo de ruptura.

Quando o elemento estrutural esta submetido a um estado multiaxial de tensdes ja néo é tdo simples assim. Para
aplicar os resultados de um ensaio de tragdo, ou compressio, ou qualquer que seja para avaliar a falha do
material, é necessario considerar o mecanismo real de falha, ou seja, é necessario identificar qual combinacio de
todas as componentes de tensdo presentes no elemento estrutural, tracdo, compressio, cisalhamento, levara o
material a falhar, seja por que a tensdo normal maxima atingiu seu valor limite, ou a tensio de cisalhamento
maxima, ou a energia de deformacdo maxima, ou qualquer outra varidvel atingiu o seu valor critico.

Quatro teorias de falha serdo estudadas, duas para materiais frageis e duas para materiais ducteis. As
componentes das tensdes serfo expressas em termos das suas componentes principais maximas, média e
minima.

10.1 MATERIAIS FRAGEIS

Um material é considerado fragil quando rompe sem aviso prévio. No caso de um ensaio de tragdo, a superficie de
fratura desse material é plana, o que leva a conclusdo que provém diretamente da componente de tensdo normal
presente na secao transversal. Por outro lado, caso seja submetido a um teste de torcao, ocorre falha por fratura
em planos de maxima tensdo de tragdo, o que se conclui que materiais frageis sdo menos resistentes a tragio que
ao cisalhamento.

Outra caracteristica dos materiais frageis é ndo apresentar patamar de escoamento durante um teste mecanico,
podendo romper abruptamente ainda no regime elastico (Figura 10.1), como o caso, por exemplo, de materiais
compo6sitos como a fibra de carbono. Outros exemplos de matérias frageis sdo o ferro fundido, o vidro, a porcelana
e o concreto.
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Figura 10.1: Grafico tensao x deformacao para um material fragil.
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10.1.1TEORIA DA TENSAO NORMAL MAXIMA — TEORIA DE RANKINE

A hipétese da teoria da tensdo normal maxima considera que um elemento constituido de material fragil falha
quando a tensdo principal maxima no material atinge a tensdo normal maxima que o material pode suportar em
um teste de tracdo uniaxial. Esta teoria também admite que falhas em compressio ocorram na mesma tenséo
maxima que as falhas em tragio.

No caso do estado plano de tensdes, o critério da tensio normal maxima é dado pelas equacoes:

|Omax| = o
Equacao 10.1

|Gmin| = Oy

Sendo or a tensdo de ruptura do material em um teste de tragao uniaxial.
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Figura 10.2: Superficie de ruptura para o critério da tensao normal maxima.

Plotando-se essas equagbes em um grafico com 0s €ix0s Gmax € Omin, Obtém-se a superficie de falha para o critério
da tensdo normal maxima.

10.1.2CRITERIO DE FALHA DE MOHR

Se a resisténcia maxima a compressdo de um material fragil ndo é igual a sua resisténcia maxima a tragao, a
teoria da tensdo normal maxima néo pode ser utilizada. Uma teoria de falha que considera essa caracteristica de
certos materiais frageis foi proposta por Otto Mohr e é chamada critério de falha de Mohr. A Figura 10.3
apresenta a curva envolvente das circunferéncias de Mohr das tensées principais maxima Gmax € MINIMa Gmin dos
estados de tensio que provocam ruptura do material.
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Figura 10.3: Envoltoria de resisténcia de Mohr.

A determinacdo experimental dessa curva é feita aumentando-se proporcionalmente as tensées em um
determinado estado de tensdo até que se verifique a ruptura do material. A circunferéncia de Mohr definida por
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Omax € Omin NA ruptura é tangente a envolvente. Repetindo-se o procedimento para diversos estados de tensao,

pode-se determinar um nuimero suficiente de circunferéncias para definir a curva envolvente de Mohr.

Uma vez tracada a envolvente de Mohr para um determinado material, verifica-se facilmente se um dado estado
de tensdo provoca ou nio a ruptura deste material, tracando-se a circunferéncia de Mohr das tensdes principais
maxima e minima e verificando se ela intercepta ou nio esta curva. Para simplificar a utilizacdo desse método,
Mohr admitiu que a envolvente de todas as circunferéncias pode ser aproximada com suficiente precisdo através
de duas retas, o que possibilita o seu tragado a partir dos resultados de ensaios de tragdo e compressio uniaxiais

do material conforme apresentado na Figura 10.4.
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Figura 10.4: Critério de Ruptura de Mohr.

Na ruptura, o estado de tensdo representado pelas tensdes extremas omax € Omin € tangente a envoltéria. Essas
tensées podem ser relacionadas com as tensées de ruptura do material em tragdo e compressdo uniaxiais, Grt €
ore, em valor absoluto. Consideram-se, entdo, as relacoes obtidas através da Figura 10.4 (A é o centro do circulo
de compressao, E é o centro do circulo de tragdo e C é o centro do circulo do estado principal de tensdes do ponto

analisado).
—— Orc — Or¢
AB=——
2
Equacao 10.2
— Omax = Omin — Ort
CD =
2
—— O+ 04t
AE = ——
2
Equacao 10.3
—_ Ort — Oma + Omin
CE = z

2

Da mesma figura também se verifica facilmente por semelhanca de triangulos, que a circunferéncia definida
pelas tensbes principais Gmax € omin do estado de tensdo em estudo nao ultrapassam a envolvente de resisténcia,

isto é, o material ndo rompe, enquanto se verificar a condi¢io:

AB CD o..—o0 Oryax — Opmin — O
N rc rt > max min rt Equacio 10.4
AE CE Orc + Ort Ort — Omax + Omin

Se as tensdes principais forem todas de tracio, o critério de Mohr fornece resultados diferentes dos observados
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experimentalmente. Isto ocorre porque a envolvente de resisténcia aproximada por duas retas apresenta o
vértice V que ndo existe na curva real. Nesses casos, deve-se utilizar o critério da tensdo normal maxima, ou seja,
deve se verificar a condi¢io:

Omax < Ort Equacéao 10.5

Como o material ndo suporta tensoes de tracdo superiores a crt (Gmax < 6rt) € a Equacio 10.4 somente fornece bons
resultados para omin < 0, a quantidade ort - Omax - Omin Sempre resulta em valores positivos. Nestas condicées, a
Equacéo 10.4 é equivalente a condigao:

Omax Omin
— <1 Equacéo 10.6
Ort Orc

Esta expressdo traduz o critério de Mohr para a previsdo da ruptura de materiais frageis. Em algumas
aplicages deste critério, especialmente no campo da Mecénica dos Solos e Rochas, utilizam-se como parametros
que caracterizam a ruptura o angulo de atrito ¢ e a coesdo ¢ em vez de Gmax € omin. O angulo ¢ indica o acréscimo
de resisténcia as tensbes tangenciais quando atua na face onde exista uma tensio normal de compressdo. A
coesdo c indica a resisténcia as tensdes tangenciais quando a tensdo normal é nula. A expressdo do critério de
Mohr em funcio destes parametros pode ser deduzida a partir das relacoes entre os raios EF = 61/2 e AG = o1c/2
e os parametros ¢ e c.

Da Figura 10.4, verifica-se facilmente que:

Ort Opt 2c cosop
— + —seng = c cos - Op=7""—
2 2 ¢ ¢ "1 +send
Equacao 10.7
Orc Orc " o 2c cosd
— — ——sen¢ = c cos - Ope =T
2 2 €7 1 —send

Substituindo-se estes valores de o1t € 6:c na Equacgéo 10.6, obtém-se a expressdo do critério de Mohr em funcéio de
¢ e ¢. Assim, segundo este critério, o material ndo rompe enquanto se verificar a condi¢ao:

Omax(1 + send) — 6, (1 — send) < 2c cosd Equagio 10.8

Na Figura 10.5 representa esse critério no plano das tensées principaiS Gmax € Gmin. O critério de Mohr se reduz

ao critério de Rankine quando crc = ort.
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Figura 10.5: Critério de Mohr, caso bidimensional.
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No espaco das tensdes principalS Gmax, Gmed € Gmin, 0 critério de Mohr é representado por uma piramide de base
hexagonal irregular, Figura 10.6, as quais as faces laterais séo definidas pelos planos descritos pelas equacées:

Omax Omed
- =1 (Gmax > Omin > Gmed)
Ort Orc

Omax Omin
- =1 (Gmax > Omed = 0-min)
Ort Orc

Omed . Omed
Ort Orc

=1 (Gmed > Omax =~ O-min)

Equacao 10.9
Omed _ Omax

O-I't O-I'C

=1 (Gmed > Omin -~ 0-max)

Omin Omax
- =1 (Gmin > Omed = Gmax)
Ort Orc

Omin  Omed
T =1 (Gmin > Omax > Gmed)
Ort Orc

cymed

Gmax
S

O 1nax=Ort

cymin
Figura 10.6: Critério de Mohr, caso tridimensional.
O vértice da piramide encontra-se sobre a reta cuja equacio € Gmax=Cmed=Cmin, S€ndo as suas coordenadas dadas

pela expressio:

o =0 =0 = Lre = E 30 10.10
i quacéo 10.
max med min . | |

Como se verifica facilmente nas Equacao 10.8 e Equacao 10.9 fazendo 6max=0med=Cmin=0.

10.2 MATERIAIS DUCTEIS

Material ductil possui a caracteristica de conservar a sua tensdo mecanica para além do seu limite elastico, ao
ser distendido, suportando alteracdes na forma sem quebrar. Essa deformacio chama-se plastica e é irreversivel.
Os metais sdo materiais extremamente ducteis, podendo ser estriados em fios, ou laminados em finas folhas, sem
quebrarem.
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Essa conservagdo da tensdo é evidenciada quando se atinge o patamar de escoamento durante um teste
mecanico, atingindo a ruptura apdés sofrer um grande alongamento (Figura 10.7), como o caso, por exemplo, do
aco carbono. Outros exemplos de matérias duicteis sdo o cobre, ouro e o aluminio.

O [MPa]
A
G,
Orip
(o7
Gy estric¢io
endurecimento
por deformagao
regiao
silstica € [mm/mm]
— . A -
10,001 0,05 0,2 04
comportamento ' comportamento
elastico pléstico

Figura 10.7: Grafico tensao x deformac¢ao para um material duactil.

10.2.1TEORIA DA TENSAO CISALHANTE MAXIMA — TEORIA DE TRESCA

Quando uma chapa de um material dudctil, como aco carbono, é ensaiada a tragdo, observa-se que o mecanismo
que é realmente responsavel pelo escoamento é o deslizamento. Ou seja, cisalhamento ao longo dos planos de
tensdo cisalhante méaxima, a 45° em relacdo ao eixo do elemento. O escoamento inicial esta associado ao
aparecimento da primeira linha de deslizamento na superficie do corpo de prova e, conforme a deformacgao
aumenta mais linhas de deslizamento aparecem até que todo o corpo de prova tenha escoado. Se esse
deslizamento for considerado o mecanismo real de falha, entdo a tensdo que melhor caracteriza esta falha é a
tensdo cisalhante nos planos de deslizamento.

A Figura 10.8 mostra o circulo de Mohr de tensdo para este estado de tensdo uniaxial, indicando que a tenséo
cisalhante nos planos de deslizamento tem um valor de ce/2. Desse modo, se for definido que em um material
ductil sob qualquer estado de tensdo (uniaxial, biaxial ou triaxial) a falha ocorre quando a tenséo cisalhante em
qualquer plano atinge o valor de ce/2, entdo o critério de falha para a teoria da tensio cisalhante maxima pode
ser enunciado como:

Oy
Tmax — 7 Equacao 10.11

onde c. € o limite de escoamento determinado por um ensaio de tragio simples.

Figura 10.8: Tensoes principais e tensoes cisalhantes maximas, ensaio de tragcao uniaxial.

Sabendo que a equacio

Omax — Omin B
Tmax — > Equacéo 10.12
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Leva a:

Omax — Omin = O¢ Equacdo 10.13

Sendo omax € omin as tensdes principais no estado plano. O critério de falha da tensdo cisalhante maxima pode ser
enunciado em termos dessas tensoes principais de acordo com:

|Gmax| = 0 SE€ |Gmaxl = |Gmin|

Equacao 10.14
|Gmin| = 0 SE€ |Gmin| = |Gmaxl

Se Omax € Omin tiverem o mesmo sinal, e :

|Gmax — Ominl = O¢ Equacéo 10.15

Se Omax € Omin tiverem sinal oposto.

As equacoes acima podem ser representadas graficamente como:

Omin A

ruptura .

Figura 10.9: Hexagono de falha para a teoria da tensao cisalhante maxima (estado plano).

Em um elemento sob tensao plana, o estado de tensao em todos os pontos do corpo pode ser representado por um
ponto de tensdo (Gmax, Omin) NO Plano Gmax - Omin, como indicado na Figura 10.9. Se o estado de tensdo para
qualquer ponto no corpo corresponde a um ponto de tensdo que se situe fora do hexagono da figura ou em sua
fronteira, diz-se que ocorreu a falha, de acordo com a teoria da tensio cisalhante maxima.

10.2.2TEORIA DA ENERGIA DE DISTORCAO MAXIMA — TEORIA DE VON MISES

Embora a teoria da tensdo cisalhante maxima forneca uma hipdtese razoavel para o escoamento em materiais
ducteis, a teoria da energia de distor¢do maxima se correlaciona melhor com os dados experimentais e, desse
modo, é geralmente preferida. Nessa teoria, considera-se que o escoamento ocorre quando a energia associada a
mudanga de forma de um corpo, submetido a um carregamento multiaxial, for igual a energia de distor¢do em
um corpo de prova de tragdo, quando o escoamento ocorre na tensio de escoamento uniaxial, ce. Considere a
energia de deformagio armazenada em um elemento de volume, como mostrado na Figura 10.10.
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Figura 10.10: Estado triaxial de tensées (a), variacao de volume (b) e distor¢ao angular (c).

A densidade de energia de deformacio devida ao carregamento multiaxial é dada pela Equagao 10.16, que pode
ser escrita, usando os trés eixos principais, na forma,

1
Up = E (Gmaxsmax T Omed€med t Gmingmin) Equagdo 10.16

Combinando-se esta equacéo com a Lei de Hooke, obtém-se,

1
— 2 2 2 =
UO - 2E [Gmax + Omed + Omin~ — 2V(O-maxo-med + OmedOmin + Gmaxomin)] Equagao 10.17

Uma parcela desta energia de deformacgio pode estar associada a variagao de volume do elemento e o restante da
energia de deformagao estd associado a varia¢ao de forma, ou seja, a distorgao.

A variacio de volume é produzida pela média das tensées da Equacdo 10.18, como ilustrado na Figura 10.10b.

1
Omedia = § [Gmax + Omed T 0-min] Equagao 10.18

As tensbes resultantes mostradas na Figura 10.10c produzem distor¢cdo sem qualquer variagdo no volume.
Ensaios mostraram que materiais ndo escoam quando estdo submetidos a pressées hidrostaticas (tensées iguais
em todas as diregdes — estado de tensdo hidrostatico - Figura 10.10b) de valores extremamente altos. Assim,
postulou-se que as tensées que realmente causam escoamento sdo-as tensdes que produzem distor¢do. Esta
hipétese constitui o critério de escoamento (de falha) da energia de distor¢gdo méaxima, que enuncia: “o
escoamento de um material dudctil ocorre quando a energia de distor¢do por unidade de volume iguala ou excede

a energia de distorgdo por unidade de volume quando o mesmo material escoa em um ensaio de tragido simples”.

Quando as tensées da Figura 10.10c, que causam distor¢do, sdo substituidas na Equacado 10.17, obtendo-se a
seguinte expressao para a densidade de energia de distorgao:

1

Ya =176

[(Gmax - Gmed)z + (Gmed - Gmin)z + (Gmax - Gmin)z] Equacao 10.19

A densidade de energia de distor¢do em um corpo de prova de tracdo na tensio limite de escoamento, e, €é:
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1
(Ud)e = E G(Ze Equacéo 10.20

PO1S Gmax = Ge, Omed = G € Omin = 0. Deste modo, o escoamento ocorre quando a energia de distor¢do para um
carregamento geral, dado pela Equacdo 10.19, iguala ou excede o valor de (Uq)e Equacao 10.20. Assim, o critério
de falha da energia de distor¢do maxima pode ser enunciado em termos das trés tensdes principais como:

[(Gmax - O-med)z + (Gmed - Gmin)z + (Gmax - Gmin)z] = oﬁ Equacéo 10.21

N =

Em termos das tensbes normais e das tensdes cisalhantes em trés planos arbitrarios mutuamente ortogonais,
pode-se mostrar que o critério de falha da energia de distor¢io maxima tem a seguinte forma

1
E [(GX — Gy)z + (Gy - Gz)z + (ox — 0'2)2 + 6(1’;%3, + ‘L'jz,z + ‘L',%Z)] = o'g Equacdo 10.22

No caso de tensao plana, as expressoes correspondentes para o critério de falha da energia de distorcdo maxima
podem ser facilmente obtidas das Equacio 10.21 e Equacio 10.22, substituindo-se cmed = 67 = Txz = Tyz = 0. Em
termos das tensées principais tem-se, entao:

2 2 _ 2 =
Omax~ T+ Omin~ — OmaxOmin — Oe Equacgao 10.23

Essa é a equacao de uma elipse no plano Gmax - Omin, como mostrado na Figura 10.11. Com o propdsito de
comparagao, o hexagono de falha para a teoria de escoamento da tens@o cisalhante maxima também esta
mostrado, em linhas tracejadas. Nos seis vértices do hexagono, as duas teorias de falha coincidem, ou seja,
ambas as teorias predizem que o escoamento ocorrera se o estado de tensdo (plano) em um ponto corresponde a
qualquer um destes seis estados de tensdo. Por outro lado, a teoria da tensio cisalhante maxima da uma
estimativa mais conservadora (ou seja, um valor menor) para as tensées necessarias para produzir escoamento,
pois o hexagono se situa sobre ou dentro da elipse.

Omin A

ruptura

Figura 10.11: Elipse de falha para a teoria da energia de distor¢cao maxima (estado plano).

Um modo conveniente de aplicar a teoria da energia de distor¢do maxima é tirar a raiz quadrada dos termos do
lado esquerdo da Equacdo 10.21 ou Equagdo 10.22 para obter uma quantidade equivalente de tensdo que é
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chamada de tensdo equivalente de Von Mises. Qualquer uma das duas equagbes a seguir pode ser usada para
calcular a tensao equivalente de Von Mises, ovwm:

OyMm =

~| )

1
[(Gmax - 0-med)z + (Gmed - Gmin)z + (Gmax - 0-min)z]z Equagdo 10.24

1
V2 2 2 5
— 2 2 2 2|2 3 i
Oym = —- [(GX —oy) + (0, —0,) + (0x —0,)% + 6(t%, + 12, + sz)] Equacao 10.25
Para o caso de tensdo plana, as expressoes correspondentes para a tensdo equivalente de Von Mises podem ser
facilmente obtidas das Equacgéo 10.24 Equacao 10.25 colocando-se 6med = 6z = Txz = Tyz = 0. Comparando-se o valor

da tensdo de Von Mises em qualquer ponto, com o valor da tensido de escoamento em tracgdo, ce., pode-se
determinar se o escoamento ocorre de acordo com a teoria de falha da energia de distor¢io maxima.
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