O METODO DOSELEMENTOSFINITOS
APLICADO A TRELICASPLANAS

Visando exemplificar os concetos introduzidos anteriormente, trabalharemos com trelicas
planas. Apesar do fato das trelicas planas gerarem problemas extremamente smples, 0s conceitos agui
introduzidos podem ser facilmente generalizados para a solucdo de outros problemas mais complexos.

1. REVISAQO DE CONCEITOSDA RESISTENCIA DOSMATERIAIS

1.1. PECASESBELTAS SUJEITAS A CARREGAMENTO AXIAL. CASO
| - BARRA CILINDRICA - ENSAIO DE TRACAO PURA:

Andisaremos 0 caso mais smples de uma barra de comprimento L, com secéo transversa
cilindrica com didmetro d, submetida a uma tracdo axia. Esta Stuacdo ocorre por exemplo em um
ensaio de tragcdo pura, conforme mostra afigura 1-a. O materia seré suposto isotropico, eagtico linear,
com Médulo de Young E e Coseficiente de Poisson n. Inicidmente despreza-se os efeitos do peso
préprio. Supde-se que ocorre um carregamento de tracdo na barra (carga P) que causa deformactes,
sendo que os pontos da barra sofrem des ocamentos.

SISTEMA DE COORDENADAS DE REFERENCIA: escolhemos um sisema cartesiano
ortogona de coordenadas Oxyz cujo €x0 X coincide com o eixo da pega.

MODELO MATEMATICO a ser solucionado estd esquematizado na figura 1-b: uma barra
cilindrica engastada em x=0 e com carga P crescente de tracdo aplicada na extremidade livre em
x=L.

L ~
( : = A =
d
T A A’ ~
! secdo
1 transversal
Fgural-a- Esquemade um ensao Figura 1-b - Modelo matemético.
de tragéo.
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CINEMATICA:

Hipoteses simplificadoras:

P Fbraslongitudinais ou se dongam ou se encurtam;

P Secdes planas e normais ao eixo axid da peca permanecem planas e normais ata eixo gpos

adeformacao;

P Segbes pardelas permanecem paraelas apds a deformacéo.

Campo de deslocamentos:

Para este modelo cinematico, ou sga,
guando se adotam as hipoGteses
cineméicas dmplificadoras  listadas
aima, 0 Unico campo de
ded ocamentos possivel € o que admite
gue a secéo transversd, digante x da
origem, gpés a transformacdo tomard a

posicgo x +u,(x).

Hguraz- Dedocamentos em um ensao
de tracéo
Alongamento:
Da Ressténcia dos Materiais sabe-se que a deformacdo, ou sga, 0 dongamento segundo a diregdo
X é dado por
DL (1)
e (x)=—
(=5
e como mostraremos mais tarde, tal relagéo é
e.(x)= du,(x) (2)
dx
EQUACAO CONSTITUTIVA:
paraum materid isotropico dadtico linear:
s, (x)=Ee,(x) (3)
O esforgo normdl interno N (x) € definido a partir de
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N, (x)= s . (x)an (4)

e para regides suficientemente afastadas da zona de aplicacdo da carga concentrada, onde a
tensio s, =s (x) pode ser considerada constante, pode-se escrever:

N, =s, (fA=S A, (5)

ondeadeaé A=A = pd% € congtante ao longo de x. Como despreza-se 0 peso proprio e 0

anico carregamento externo € a carga de tracdo aplicada no extremo x = L, o esforco normal
N, =N, (x) € congtante ao longo da barra e portanto a equacéo diferencid de equilibrio fica

N, (6)

dx

e usando-se as expressdes que definem a forga normal, a tensfo e a deformacdo em fungéo do
ded ocamento, arelacéo anterior toma aforma

de, cdu(¥u_ (7)
dx gAX dx o

d?u,(x) _ (8)

AE —>—==0
dx
CONTORNO:
para x = 0 impde-se para x = L impde-se
u(0)=0 N (L)=P
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Af

Figura 3 - Forcas axiais na barra e condi¢des de contorno.

Resolvendo-se a equagéo diferencia acima com as condigdes de contorno, chega- se a solugéo

Px 0.
ux(x):E ( )

Cas0 exiga uma carga didribuida longitudind g, a equacéo diferencid de equilibrio (ver
POPOV - paginas 117 a122) fica

dé _du(xu_ ) (10.)
dxg dx H__qx X

1.2. PECAS ESBELTAS SUJEITAS A CARREGAMENTO AXIAL.
CASO GERAL.

Estudemos o caso de uma barra B de comprimento L, seco transversd varidvel com &ea A,
composta de materia isotrépico, déastico linear, com Maédulo de Y oung E e Coeficiente de Poisson n,

submetida a0 sstema de cargas f{ P ,qx(x)} (onde P, s cargas concentradas na direcao
longitudinal da pega, aplicadas ros pontos de coordenadas x; e a,(x) . Uma carga distribuida néo
necessariamente constante na direcdo longitudind aplicada em toda a barra) e a prescricdo de
des ocamentos homogeénesas do tipo bilatera u, (x j ) =0 nos pontos de coordenadas x;. Supde-se

gue ocorra uma transformacao, ou sga, os pontos do continuo sofram ded ocamentos.

UFPR-CESEC 4
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SISTEMA DE COORDENADAS DE REFERENCIA: escolhemos um Sstema cartesano
ortogona de coordenadas Oxyz cujo eixo X coincide com o eixo da pega.

CINEMATICA:
Hipdteses simplificadoras:
P Fbraslongitudinais ou se dongam ou se encurtam;
P Secles planas e normais ao eixo axia da peca permanecem planas e normais ata eixo gpos
a deformacao;
P Secles paralelas permanecem paralelas apos a deformacao.

Campo de deslocamentos
Para este modelo cinemético, ou sga , quando se adotam as hipbteses cineméticas smplificadoras
listadas acima, 0 Unico campo de dedocamentos possivel € 0 que admite que a secéo transversd,
distarte x da origem, apds a transformagio tomara aposicio x +u, (x) . Fataidentificar quais os
tipos de restricBes que, por hipdtese, poderdo ser impostas ao campo

y

Q.
<

j ‘l: : dx
i {
Figura4 - Parddogramo infinitesmdl.

de dedocamentos. Por smplicidade, adotamos apenas restricBes bilaterais e homogéneas. Por
restriches bilaterais entende-se aguelas que, se 0 dedocamento esta impedido em uma direcéo,
também estard impedido na direcéo oposta. Por restrigdes homogéneas entende-se aquelas que
impOe desl ocamentos nulos nos pontos de impedimentos X; |

Componentes infinitesimais de deformacao:

A Teoria Infinitesmd, segundo GREEN, é aquela na qua assume-se que as componentes do vetor
de deslocamento (neste caso, a componente u, (x)) e suas derivadas em relagio aos eixos
coordenados (neste caso, a derivada do desocamento u, (x) em rdagio a x, du, (x)/ dx) eem
relacdo ao tempo t sBo pequenas, de forma que pode-se negligenciar 0s termos n&o lineares se
comparados com os termos lineares. Toma-se um pardeogramo infinitesma de arestas pardeas
aos eixos coordenados x ey, com comprimentos dx e dy, conforme mostra a figura 4. Com a
deformacdo do continuo, ocorre uma variagdo no comprimento de suas arestas. Como 0s
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ded ocamentos variam ponto a ponto no continuo e supondo-se conhecido o desdocamento do
ponto M, de coordenadas (x,y), igud a

d, =u,(x)i (11.)

pode-se, por utilizacdo da férmula de Taylor, obter os vaores dos dedocamentos em pontos
proximos a M. Assm, no ponto B de coordenadas (x+dx, y), a componente do vetor do

dedocamento fica

d d2 12
)+ uéix) dx + :;Z(X) ik (12)

u, (x

Negligenciando-se os termos de ordem superior perante os lineares, a componente do vetor
ded ocamento neste ponto toma a forma

0 () + duCXI )Ex) 0 (13)

Edta relacdo € linear e portanto retas paraelas sfo transformadas em retas pardelas. Assm o
pardeogramo infinitesma no estado find continuara sendo um paralelogramo, gpenas que agora
aongado nadirecéo x, conforme mostra afigura 5.

Como o vetor dedocamento do ponto M é

d,, =u,(x)i (14.)
e 0 vetor ded ocamento do ponto A
é du,(x) U
da =gux(><)+ o (15)

sendo i o vetor unitario nadiregéo x, entdéo d , - d,, édado por

édu, (x) U (16.)
dy-dy = .é.degl
e a
Daandise dafigurab, verifica-se que o comprimento do segmento M'A' vae
du, (X 17.
M A|=|dxi +(d, - dy, )| = dx+ d)E )dx {7)
enquanto o comprimento do segmento M A vde
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IMA| = dx (18)

Da Resisténcia dos Materiais sabe-se que a deformacdo, ou sgja, 0 dongamento segundo a diregdo
X € dado por

gdx+duX(X) dxq dx
_DL_|mA-MAl_E dx Ty (19
L IMA| dx
ou sgia,
du
T
dx
como adotado no item anterior.
C B C' B'
M A M’ A'
1 :
dy, A
X
ax  _____
dv-d A

Figura5 - Pardeogramo infinitesmd antes e gpds a transformacéo.

ESFORCOS INTERNOS:

A exigéncia de esforcos interiores fica evidente quando observa-se que ao submeter-seum
corpo deformavel a agdes de forgas externas, suas particulas permanecem unidas. Portanto alguma
forca interna deve ser responsavel por este fendmeno. A titulo de ilustrag8o, analisemos como se
age quando se quer saber se alguma correia esta adequadamente tensionada. Para td, tratamos de
dedocala da poscéo inicid, e portanto impomos um aongamento da correia (ou sga, uma
deformacéo virtud) que nos permitira ter uma idéa da tensdo na correia aravés do trabaho
redizado para executar este movimento. Portanto para o problema da barra submetida a tracéo
axid, vamos introduzir o conceito de trabaho redizado pelos esforgos internos Wi, em
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conseguéncia de um campo de deformagdes virtuais gerado a partir de um campo de
ded ocamentos virtuai's, pela seguinte definicéo:

L

W =- s, (e, (e =- (g, (Xaalde, (= (20)

para toda (qualquer) deformacio virtud de, (x). Desta definiggo reconhece-seem N, (x) o
esforco interno generalizado associado ao ad ongamento da barra, sendo este

N, (x)= Qs « (x)dA (21)

EQUACAO CONSTITUTIVA:

como ja definimos anteriormente, para um materia isotrépico dédtico linear:
s (x) = Ee,(x)

FORCAS EXTERNAS:

Imaginemos que uma determinada caixa encontra-se no piso desta sdla. Paratermos umaidéa
do seu peso, tentamos levantala. Portanto tal avaiacéo é feita através do trabaho redizado para
levantar a caixa. Ou sga, introduzindo-se um dedocamento virtua em contrgposicéo a posicéo
natural de repouso, pode-se avdiar o trabaho redizado e consequientemente a forca necessaria
para levantar a caixa e findmente seu peso. Para formaizar a idéia anterior, no problema em
questéo, introduzimos o conceito de trabaho externo W, redlizado pelas forgas externas
f{ P ,qx(x)} em conseqiiéncia de um campo de deslocamentos virtuais du, (x), pela seguinte
definicéo:

W, = G, (x) du, (x)ax+ & Pdu,(x) (22)

J
para todo (qual quer) desocamento virtud du (x)

EQUILIBRIO:

Para definicéo de equilibrio adota-se o Principio dos Trabahos Virtuas, ou sgja

Diz-se que uma barra B encontra-se em equilibrio com o sistema de forcgas f, se para todo
deslocamento virtual dux(x)’ gue satisfaca as condi¢bes de contorno, a distribuicdo de

esforgos internos generalizados N, (x) associada ao sistema de cargas é tal que
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W +W, = 0 paratodo du, (23)

ou sgja, o trabalho virtual dos esforcos internos generalizados e das cargas aplicadas é nulo
para toda acdo virtual de deslocamento admissivel. A expressdo (23) pode ser escrita
explicitamente da forma:

- C}L N, (x)de, (x)dx + QL a, (x) du, (x)dx+ é P dux(xj ) = 0 paratodo du, () (24
I

onde N, (x) = N,(e,(x)) & o esforco interno generalizado associado a deformagéo e, (x)
pela equacao constitutiva.

Resta-nos provar que a expresséo (24) representa a forma integral ou "fracd' da equagéo
diferencia (10), incluindo as condigdes de contorno. Para isto, parte-se da expresséo (24) e usa-se
(3), (2) e (4) parase chegar a

) (;)LEAX dud)E )ddl; ) dx+Q q, (x) du (x)dx+éj deux(xj) = 0 paratodo ( (25)

Levando-se em consderagéo a seguinte relacdo

G, du_dvar d @s)
xS T oxe dxax o

ou ainda

dvdu_de dug du 27)
xax X&' axe Vo

e integrando-se

vdvdu, xde dud d duu L (28.)
D axx™ deg’ - Qvige 7O M| Qde

ou sga, utilizando-se aregra de integracdo por partes. Subgtituindo-se em (25) fica

d 2l.lX o
(?L EA, Wduxdx + @Xduxdx+ aj. deux(xj ) +
du.(L) du.(0) (29)
EAdu, (L) vt +EAdu, (0 4 - Oparatododu,
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e reagrupando-se

dgen, T g, o, (e & P )
Co)gEAX Ve +q, ﬁux X dx+aj Pdu,(X |+

du, (L) u,(0)

(30.)
du,(0 _
EAdu, (L) vt +EAdu,(0) 4 - Opaatododu,

Como a iguadade anterior deve ser nula para qualquer dedocamento virtud du, entéo aigualdade
variaciona acima é equivaente as seguintes expressoes.

d?u,(x)
EA, a2 =-0, (31)

parax=0 parax=L
u(0)=0ou N, =F, ulL)=0ouN, =R, (32)

2. METODOS DE SOL UCAO:

2.1. FORMULACAO DIRETA DO ELEMENTO DE TRELICA:

Usaremos neste item apenas 0s conceitos de equilibrio para obter as equages referentes a
este demento.

Cada barra de uma trelica podera ser identificada naturdmente como um eemento finito. Um
no € localizado em cada extremidade da barra ( e j). Identifica-se que cada n6 da barra podera
apenas se dedocar nadiregdo axid (eixo x locd). Isto significa que cada né possuii

XL

A A
L

Figura 6 - Graus de liberdade do elemento de barrade trelica.

um grau de liberdade ou DOF-degrees of freedom - UjeU i conforme mostraafigura 6. JAafigura7
mostra as forgas nodai s associadas a estes graus de liberdade, Pj e Pj respectivamente.
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A L A

Fgura7 - Forcas nodais do elemento de barrade trelica.

A equacdo de equilibrio das forgas na direcdo x nos fornece
P =-R (33)

e usando-se arelacéo (5) e afigura 8, pode-se obter as relagdes de equilibrio noda abaixo

I:)i = Ni :-SXAX (34)
P =N; =s,A (35.)
O () SA SN [
' AV 1 N X
1 L
A . A

Figura 8 - Equilibrio nodd.

Usando-se ardacéo (3), tem-se
I:)i =-€ EA( (36)
P =eEA (37.)

Da Resigténcia dos Materiais sabe-se que a deformacdo, ou sga, 0 aongamento segundo a direcéo X
€ dado por

__DL_U;-u,

T L L (38.)
e portanto,

p=-EA ~L

CRATT (39)
UFPR-CESEC 11

Mildred Ballin Hecke



_ i
P, = EA, 1 (40)
ou ainda, rescrevendo-a naformamatricia

EA61 -1 U0 1R
L &1 1fupTirp (41)

gue é aformamatricia darelacéo forcas com ded ocamentos.

2.2. FORMULACAO DO ELEMENTO DE TRELICA VIA PRINCIPIOS
VARIACIONAIS

Relembremos o Principio dos Trabahos Virtuais.

Diz-se que uma barra B encontra-se em equilibrio com o sistema de forcas f, se para todo
deslocamento virtual du, que satisfaca as condig¢des de contorno, a distribuicdo de esforcos
internos generalizados N, associada ao sistema de cargas € tal que

- N, de,dx+ ¢, du,dx+ & Pydu,(x,) =0 paratodo du,
]

ondeN, = N, (e,) €o esforgo interno generalizado associado a deformagéo e, pela equagdo
constitutiva. Ou ainda

f. _ _ ;. )
f(c)F1 \“i« p=0 fj(xi)_o/,,m/fjé(i )=1

i j i j
| |
| | L

Figura9 - Fungdes de interpol acéo.

e du, (x) ddu, (x)

N

) Q dx dx

L o
dx + Q) 0, (x) du, (x)dx +Q P,du, (xi ) = 0 paratodo du,
j
Propondo- se a seguinte interpol acéo:
u, (x)=U.f (x)+U,f (x) (42)
du,(x) =du;f,(x)+au f (x) (43)

onde f e f st as funcbes de interpolagéo representadas na figura 9. e U, U, os vaores dos
dedocamentos nos nési ej, ou sga
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f () =ax+b (44.)

f.(0=1
f.(L)=0 (45.)
ou ainda, resolvendo a equacdo acima
_(L-¥
B0 =" (46))
e
f (x)=ax+Db
f,(0)=0 (47.)
f,(L)=1
ou anda
() :% (48

Subgtituindo-se (48) e (46) em (44) tem-se para ainterpolacéo a seguinte funcgéo:

_€é(L- U éxu (49
=g e

que sera utilizada tanto para u,(x) como para du, (x). Precisamos ainda cacular o vaor da sua

derivada:

du,(x) €U;-U;U (50.)
x & L ¢
du,(x) €U;-UU (51.)
dx & L 4
Subgtituindo-se (50) na primeira parte de (43) tem-se:
L du,(x) ddu,(x) ., EAé1 -10U;i (52.)
QA ~ax XL 81 1HU1E
Para 0 caso de cargas aplicadas nos nési ej
o I PU (53))
a Pdulx|=i_YV
1 Poy,(x) ipY
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e assm naauséncia de cargas de corpo g, repete-se aexpressao (41).

3- TRANSFORMACAO DE COORDENADAS:

Nas segies anteriores utilizamos 0 elemento de barra sob esforgo axial referenciado a um
sstema de coordenadas local coincidente com o eixo da peca. Para que possamos trabalhar com
trelicas, torna-se obrigatorio obter as matrizes referenciadas a um sistema de coordenadas global, néo
coincidente com o eixo local. Portanto, considere agora o e emento de barra como na figura 10.

Figura 10 - Elemento de barrainclinado.

A relacio entre o dedocamento U - |, nadirecdo x", e suas componentes U © e V©, nas
direcdes X © e Y ©, respectivamente, €

U =U®cosa +V° senq (54.)

onde q € 0 angulo medido no sentido anti-horério, entre X © e x*, e portanto fica

lued

iyYl écosg senqg O 0 uvet

%U” "8 0 0 cox senqa-uej%/ (55)
fvep

Umaforcaaxia P pode ser decomposta em componentes nas direcdes X © e Y© como:

P, = Pcosq (56.)
P, = Psenq (57.)

e entre as componentes nodais nas direcdes globais e as forgas na direcéo local
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I P U ecosq
i I
| Pl senq

,P‘y e 0 senqgPp

0 U
0 Ypi
Yy

fR'p 8 0 coxh

Subgtituindo-se (54) e (57) em (42) fica

IP'U ek11 k
P' qu K,
Lo¥ "a K,
prb g(‘ll K

12

N

sendo

cos’ q cosqsenq
cosgsenq sen’q

- cos’q - cosqsenq
& cosgsenq - sen‘q

_EA

e
¢
G e
ki =&
é
e

&

N
w

N
xwxxx
@

(VAU
K, Jvet

aY
k34U4U i

43 kM&VGj b

- cos’q - cosgsenqu
- cosgseng - sen’q

cos’ q cosgsend
cosgsenq sen’q

sendo kif €amatriz de rigidez segundo os eixos globais.

4 - EXEMPLO: TRELICA COMPOSTA POR 3BARRASE 3NOS

(e Y el anlY axY ax

Determinar os ded ocamentos nodai's na trelica esquematizada abaixo:

0 IID

Ll B A1

= 2E;

y P

(58)

(59.)

(60.)
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Figura1l - Trelicado exemplo 1

comprimento L =1m

Madulo de Hadticidade E1 = 100 GPa
A =0,01m?

P =10.000 KN

a) Identificacdo do problemafisico;
b) Escolha do sistema de coordenadas de referéncia;
¢) Criacdo do modelo de Elementos Finitos.

c.1)Geometria
Coordenadas nodais Incidéncia
NO XG Yo Bara Noinidd N6 find
1 1 0 1 2 3
2 0 0 2 3 1
3 0 1 3 2 1
YG/I\
[N
1 2
I 2 3 1 >><G

Figura 12 Modéd o de Elementos Finitos

c.2) Definicéo das propriedades materiais, carregamentos e condicdes de contorno:
propriedades materias:

barras 1 e 3 E, =100GPa A, =0,01n7
barra 2 E, =142GPa A, =0,0Im?
carregamentos.
NO1 PR, =10000KN carga concentrada aplicada na diregdo do eixo Yg; no sentido
contrario.
condic¢des de contorno:
NO2 U, =V,=0 engastado
NO3 U, =0 smplesmente gpoiado

d) Caculo das matrizes de rigidez e ementares:
d.1l) Barral incidéncia2b 3
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Figura 13 - Eixos e graus de liberdade da barra 1

meétriz de rigidez locd:

ra,T

™

E,A é1 -1 (4.61.)
L, &1 1Y
anguloq =90, cosq =0 e seng =1, matriz de rotacdo:
R= €cosq  senq 0 0 u g,O
&0 0 coxg senqd D (4.62)
meatriz de rigidez globd:
@ 0 0 Oy
& a
le:E1Aigo 10 '1(1 (4.63)
! L, @& 0 0 0u e
D -10 19
d.2) Barra2 incidéncia3p 1
meatriz de rigidez locd:
E,A é1 -1 (4.64.)
L, &1 18
angulo q = 315, cosq = «/5/2 eseng =- «/5/2, meatriz de rotac&o:
UFPR-CESEC 17
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écosq  senq 0 Ou 26l -1 0 0
R=g 0= & ( (4.65.)
&0 0 ocosq seqf 28 0 1 -1Y 65.

Figura 14 - Eixos e graus de liberdade da barra 2

meétriz de rigidez global:
él1 -1 -1 1u
é a
E.Ax-1 1 1 - lu
k2G = 22 a J
ij L, 61 1 1 -10 (4.66.)
€1 -1 -1 14
d.3) Barra3 incidéncia2p 1
UFPR-CESEC 18
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Figura 15 - Eixos e graus de liberdade dabarra 3

meatriz de rigidez locd:

E,A é1 -14 (4.67.)
L &1 1Y
angulo q =90, cosq =1 e senq =0, matriz de rotacéo:
R_e:x:osq senq 0 Ou_€el 0 0 Ou
&0 0 cosq senqld & o0 1 o (4.68.)
meétriz de rigidez global:
é1 0 -1 Ou
é ]
E,A 20 O O O
k¢ =-—21¢€ u
ij L, 610 1 O (4.69.)
g0 0 0 of
€) montagem damatriz derigidez globd:
€ - a - U
7 ) 10 Tl Jht
&¥h Yo 0 0 Yo
ELA€-1 0o 1 0o o oU
ki = e u
! L, a0 0O 0 1 0 -1y
€% Yo 0 0 Jo K
/2 Y 0 1) o
f) imposi¢&o das condi¢des de contorno:
cargas aplicadas.
P! =0, P/=-P, P’=0
reagdes nos vinculos:
P?=R’, P?=R? P}=R’
ded ocamentos prescritos homogéneos:
uZ=o, VZ=0 ui=o0
vetor de cargas transposto:
rT={o -Pp P> P P 0
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vetor ded ocamentos transposto:

uT={u: v¢ 0 0 0 Vg
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